Pinchover-Rubinstein Exercise 3.7 (p.74)

Jozsa Gergely

1. Feladat

Tekintsiik a kovetkezd egyenletet

ahol az ugy egylitthatdjaban szerepld fliggvény:
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1 y>1
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-1 y< -1
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a) Milyen értelmezési tartomanyon hiperbolikus/parabolikus/elliptikus a PDE?
b) Hozzuk kanonikus alakra mindhdrom tartomanyon az egyenletet!

¢) Rajzoljuk le a hiperbolikus karakterisztikdkat!

2. Megoldas

a) Az egyenletben szerepld egyiitthatdk:

a=1, b=1, c=1-qy)

fgy az osztalyozas alapja:
b —ac=1-(1-q(y)) = ay)
Ezek alapjén a PDE
1. hiperbolikus, ha > —ac > 0 < ¢(y) > 0 <=y > 1
2. parabolikus, ha b? —ac=0 <= q(y) =0 = |y| < 1
3. elliptikus, ha b —ac < 0 <= q(y) < 0 <=y <1

b) Kanonikus alakra hozés
1. hiperbolikus PDE
a=1, b=1, ¢=1—¢q(y)=1-1=0
Uy + 20y, =0
A kanonikus alakbol kévetkezden a karakterisztikak az alabbi DE megoldésai:

@_b:&:vbQ—ac_lil
de a 1




d
d—y:2—>/dy:2/dx—>y=2x+c—>c:y—2x
x

dx

Ebbdl a transzformacié:
E = y—2z
Yy

u, = 2w
A
ugy, = 2w —2uwg,

Uy, + 20y, = dwie + 2(—2we — 2wy,) = —4wg, =0
Igy valéban megkaptuk a hiperbolikus PDE kanonikus alakjat:
"o
we, =0
. parabolikus PDE
a=1, b=1, ¢=1—-¢qyy=1-0=1
" " 1
Uz + 2ugy + Uy, =0

A karakterisztikdkat meghatarozé DE:

d b
7y—7:1—>y:x+c—>c:y—x

dr  a
Ebben az esetben a transzformécié egyik valtozdja szabadon megadhaté ugy, hogy a leképezés

invertalhat6 legyen = Jacobi-métrixdnak regularisnak kell lennie. Az aldbbi valasztassal

§ =
no= y-u

az invertalhatésag teljesiil, hiszen
! !
det J = ‘ g? Y ’ =
Ny
Innen a kanonikus alakra hozas:

u(w,y) = w(&,n) =w(x,y — )

w, = w;—w,

=l wl — ul = 20
= Wy Wiy
u, = wy,

Uyy = Wy,

Uy + 2y, + tyy = (wee — 2wg, +wyy) + 2(wg, — wy) + wy, =0

"o



3. elliptikus PDE
a=1, b=1, c=1—¢qy)=1-(-1)=2
ul, + 2u;'y + ZUZy =0
A karakterisztikakat megadé DE:

@_ btivac—b2 14

dx a 1
A megoldas komplex konjugdalt gyokpar, amelynek barmely tagjat valasztva kihozhatjuk a kivant
transzforméciot:
dy . . . .
d—:1—1—> dy= | (1—d)de —y=zx—iz+c—c=y—z+ix
x

A komplex gorbe valds és képzetes részével képezziik az 1j koordinatédkat:

¢ = R{c}=x
n o= S{d=y-u

Ez lathatéan ugyanaz a leképezés, mint parabolikus esetben (igy a parciélis derivéltak is mege-
gyeznek). A kiilonbség a PDE alakjdban van:

Uy, + 2uly, + 2uy, = (wge — 2w, +wy,) + 2(wg, —wy,) + 2w, =0
" "o
Wee + wyy =0
¢) hiperbolikus karakterisztikék felrajzoldsa (ezen koordindtarendszerben lesz a PDE alakja kanonikus)

c=y—2x c=y, y>1
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